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M109 — EXAMEN DU 77 JUIN 2008

durée de l’épreuve: 3h

Aucun document n’est autorisé. L’usage de la calculatrice est interdit.

Les exercices sont indépendants.

EXERCICE 1

. -5 1
Soit A = ( . _s > € Ms(R).

1. a) Justifier que A est diagonalisable dans une base orthonormée.

b) Déterminer une matrice O € SO5(R) et une matrice D € M>(R) diagonale telles que:

A=0D'"O.

X

¢) On note X = ( Y > € R2. Déterminer et tracer ensemble £ des points X de R? vérifiant

I’équation:

IXAX =1.

2. La matrice A est-elle la matrice d’un produit scalaire?

EXERCICE 11
Soit £ = R[X]. On définit application (-,-) : E x E — R par:

1
(P,Q) = / P)Q(t)t*dt pour P,Q € E.
0
1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur E. On notera || - || la norme associée.

2. Soit F' = Ry[X] le sous-espace de F formé des polynomes de degré inférieur ou égal & 1. Appliquer

le procédé de Schmidt & la base (1, X) de F' pour obtenir une base orthonormée (ug,u;) de F.
3. Soit 7w : E — F la projection orthogonale sur F. Déterminer o, a1 € R tels que

7(X?) = aguo + ayug.

4. En déduire la valeur de ||7(X?)]2.

5. Calculer )
inf / (t* — at — b)*t?dt.
0

(a,b)eR?



ExErcicE 111

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie tel que
S= s
1. Montrer que Ker(f3 — f —1d) @ Kerf = E.

2. a) Montrer que Im f C Ker(f? — f —Id).

b) En déduire que Im f = Ker(f3 — f —1d).

Fin



