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Exercice I

On considère l’ensemble A des matrices inversibles M de Mn(R) qui vérifient:

M−1 = −1
4

(M2 −M − 4In).

1. Déterminer un polynôme P ∈ R[X] de degré 3 tel que toute matrice M ∈ A vérifie P (M) = 0.

2. Montrer que A = {M ∈Mn(R) : P (M) = 0}.

3. Montrer que si M ∈ A, alors Sp(M) ⊂ {1, 2,−2} (où Sp(M) désigne le spectre de M).

4. Montrer que toute matrice M ∈ A est diagonalisable.

Exercice II

Soit (E, 〈 , 〉) un espace hermitien. On considère les deux sous-espaces vectoriels S(E) et A(E) définis

par:

S(E) = {f ∈ L(E), f∗ = f},

A(E) = {f ∈ L(E), f∗ = −f}.

1. Montrer que S(E) ∩ A(E) = {0}.

2. Soit s ∈ S(E), a ∈ A(E). On considère f = s + a.

(a) Calculer l’adjoint de f en fonction de s et de a.

(b) En déduire s, a en fonction de f et de f∗.

3. Montrer que L(E) = S(E)⊕A(E).

4. Soit Φ la symétrie par rapport à S(E) parallèlement à A(E). Calculer Φ(f) en fonction de f et f∗.



Exercice III

Soit E = R2[X] l’espace des polynômes réels de degré au plus 2. On considère l’application:

〈 , 〉 : E2 7→ R
(P,Q) → 〈P,Q〉 =

∫ 1

0
P (t)Q(t)tdt.

1. Montrer que 〈 , 〉 est un produit scalaire sur E.

2. Soit P1 = X2, P2 = X2 − 2
3 et P3 = X2 + X. Montrer que (P1, P2, P3) forme une base de E.

3. Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt à la base (P1, P2, P3) pour obtenir une base

orthonormée (e1, e2, e3) de E.

4. Soit ϕi (i ∈ {1, 2, 3}) la forme linéaire sur E définie par:

ϕi(P ) = 〈ei, P 〉.

Montrer que (ϕ1, ϕ2, ϕ3) est une base de E∗.

5. Déterminer la base antéduale de (ϕ1, ϕ2, ϕ3).

* *

*

2


