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ENONCE

Exercice 1

2

t
Soit f :]0, +oo[— R définie par f(t) = T t > 0.

1. (a) Montrer que f est bornée sur |0, +oo|.
(b) Montrer que f (t ) ~ t pour t au voisinage de 0. En déduire que I'intégrale
généralisée fo t)dt est convergente.
(¢) Montrer que f(t) ~ t?e~* au voisinage de +00. En déduire que I'intégrale
7 s . 7 o0
généralisée [ f(t)dt est convergente.
2. (a) Montrer que pour tout n > 1 et tout ¢ €]0, +-o00[, on a

t2 —t 6 (n+1

ZtZ 7kt T —_— ZtQ 7kt 7nt

On pose dans la suite r,,(t) = f(t)e™™, t €]0, +oc].
(b) Montrer que pour tout n > 1, 'intégrale généralisée I,, = fooo rp(t)dt est

convergente et que lim I, = 0 ; on pourra s’aider de la question 1.(a).
n—oo

flt)=

(¢) Montrer que pour tout k > 1, lintégrale généralisée fooo t2e*tdt est
convergente. Calculer sa valeur pour tout k& > 1.

3. Montrer que
o g2 = 1
=2 —.
/0 et —1 ; k3

Exercice 2

Soit @ € R\ Z. On définit la fonction f 2w —périodique sur R par f(t) = cosat si
t €] —m,ml.

1. (a) Donner l'allure du graphe de f sur [—2m, 27].
(b) Calculer les coefficients de Fourier (a,(f))nen €t (bn(f))n>1 de f.
Indication : on pourra utiliser la formule de trigonométrie

1
COSUCOSV = i(cos(u + v) + cos(u — v)).

(c) Montrer que les séries Y a,(f) et > b, (f) sont absolument convergentes.
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2. Onnote pourt e Ret n>1

(a)
(0)

(d)

sn(f)(t) = % + 3 (an(f) cos kt + by(f) sin k).
k=1

Montrer que la suite de fonctions (s, (f))n>1 converge uniformément sur
R ; déterminer sa limite.
En appliquant le résultat ci-dessus au point 7, montrer que

o0

sinam  2a . 1
cos(am) = — —sinar ) ———.
am T n2—a
n=1
Montrer que
1 u  ud
- = -+ — +ude(u)

u tanu 3 45
avec £(u) — 0.

Indication : développer tan u au voisinage de 0 a l’ordre 5.
Montrer que

= k=1
et que
(oo} (oo}
. 1 1
Limg (Z k2(k2—a2)> T Lt
k=1 k=1

Appliquer le développement limité du 3.(a) & u = aw en vous reportant
a la formule trouvée au 2.(b). Montrer alors, en prenant la limite lorsque

a tend vers 0 que
o0

1 2
>E

Avec le méme raisonnement qu’au (c), montrer que

74—7.
—=n 90
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CORRIGE

Exercice 1

1.(a) Tout d’abord, il est clair que pour ¢t > 0, f(¢) > 0. D’autre part, pour t > 0,
on a e —1 >t Ainsi, pour t > 0, f(t) < t, c’est-a-dire que 0 < f(t) < 1 pour

)
t €]0,1]. Ensuite, on a aussi lim
t—too et — 1

tout t > A, on a 0 < f(t) < 1. Enfin, comme f est continue sur [1, A], f est bornée
sur cet intervalle. Finalement, f est bornée sur R.

(b) Au voisinage de 0, on a et — 1 ~ t. Ainsi, f(¢) ~ ¢ pour ¢ au voisinage de 0. On
peut alors prolonger f par continuité en lui donnant la valeur 0 en 0. L’intégrale sur
[0,1] de f est égale & 'intégrale du prolongement de f sur [0,1] : f est donc intégrable
sur [0, 1].

(¢) Au voisinage de +00, on a ef — 1 ~ et. Ainsi, f(t) ~ t?¢~! pour t au voisinage
de +o0o. Comme l'intégrale de t — t2e~! est convergente sur [1,+oc, il en est de
méme pour l'intégrale de f sur [1,4o0].

= 0. Ainsi, il existe A > 0 tel que pour

2.(a) On a pour tout ¢ > 0 et pour tout n > 1

(1) th—t
f(t) = 1 _ 6725
@ = et
2 (e )
k=0
®) n ) 22— (n+1)t
- Zt € + 1— et
=1
n
QST e g (e
=1

L’égalité (1) est obtenue en multipliant numérateur et dénominateur par e~*. L’égalité
(2) provient de la somme de la série géométrique (pour k allant de 0 & n— 1) de raison
0<e!<1cart>0. L'égalité (3) est obtenue en distribuant le facteur t?e~! dans
la parentheése et dans la somme, puis en faisant le changement d’indice £ = k + 1
dans la somme. Enfin, la derniére égalité (4) est obtenue en multipliant numérateur
et dénominateur du dernier terme par e’.

(b) Comme f est bornée sur |0, 4+oco[ (notons M la borne supérieure de |f]), on a

|f(t)e ™| < Me ™, t>0.

Comme l'intégrale de ¢t — e~™ sur 0, +oo| est convergente, il en est de méme pour
I'intégrale I,, de 7, sur [0, +oo[ par comparaison et on a

“+oo —+oo M
‘/ rn(t)dt‘ < M/ e Mdt = — —— 0.
0 0 n

n—oo
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(¢) On a pour tout k > 1, et pour tout z > 0

/ t2e kgt W {—426*’”] +f/ te Ftdt
0 k o kJy
©) 1 5 ke 2({ 1 7“]1 1/1 —kt )
= = t - dt
K LA A o TR/ C
®3) oo ke 2 e 2[ —ktr
- B gz e Bl
(ﬁ) 1 2 —kz —kx 2 —kx 2
= TR A
(5) 2
e 2
T—+00 ]{:3

L’égalité (1) est obtenue en intégrant par parties (on dérive t — t2 et on integre
t > e~k). L’égalité (2) est obtenue en intégrant encore une fois par parties (on
dérive t ~— t et on integre t +— e~F*). L’égalité (3) est obtenue en intégrant t
e~** entre 0 et z. Enfin, la convergence (5) provient du fait que lim e kT =,

r——+00

? = (. Cela prouve que l'intégrale de t — t2e~** sur

lim ze ¥ =0et lim e *
r——+0o0 r——+00

[0, 4+00[ est convergente et que

—+oo
2
t2e Far = =,
/0 ¢ k3

3. D’apres l'expression de f trouvée au 2.(a), comme toutes les intégrales sont
convergentes (et que I'on a une somme finie), on a

+o0 [es} +o0
/ fodt = t2etdt + / T (t)dt
0 0

o~
Il

\E
S—

1

@) — 2
= Xath
=1
EONN 2ii
+ 2216

L’égalité (1) vient du fait qu'une somme finie de fonctions intégrables est intégrable
et que son intégrale généralisée est la somme des intégrales généralisées. L’égalité
2 vient de 'expression trouvée au 2.(c) pour f0+°° t2eFdt et de 0+°° ro(t)dt = I,,.
Enfin, la convergence (3) vient du fait que la série Y 1%3 est convergente (série de
Riemann avec o = 3 > 1) et que nh_)rr;o I, = 0. Comme 'expression de O+°° f(t)dt est

indépendante de n, on en conclut donc que

+oo t2 e 1
dt =2 —.
|-y

Exercice 2

1.(a) En remarquant que cos(—ma) = cos wa, on voit que la fonction f est continue
sur R.
(b) Comme f est une fonction paire, les coefficients b, (f), n > 1 sont tous nuls.

D’autre part, on a
1 (" 2sinam
ao(f) = 7/ cos atdt =
7r am

—T
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et pour n > 1,

1 ™
an(f) W - / cos at cos ntdt
@ 1 [

(cos(n + a)t + cos(n — a)t) dt

-

—~
w
=

1 (2sin(n +a)m N 2sin(n — a)7r)

% n—+a n—a
o 1 <7(_1) sinam — 7(_1) sin (m)
TN+ a n—a

2asinar (—1)"
2 _ 2

—~
=

™ n—a

La premiere égalité vient directement de la définition des coefficients de Fourier d’une
fonction intégrable. La deuxieme égalité utilise la formule de trigonométrie donnée
dans I’énoncé. L’égalité (3) est obtenue en intégrant ¢t — cos(n+a)t et t — cos(n—a)t
sur [—m, ] : comme a € R\Z, n+a # 0 et n—a # 0 pour tout entier n > 1. L’égalité
(4) provient du fait que sin(6 + nr) = (—1)"sin# pour tout § € R. Enfin, la derniére
égalité est obtenue en réduisant au méme dénominateur les deux termes de la somme.

(¢) Comme les b, (f), n > 1, la série de ces coefficients est absolument convergente.
D’autre part on a pour tout n > 1

2|al
a < .
| n(f)|— |n2_a2|
2|a| 2|a

Pour n au voisinage de +00, on a et comme la série Y & est conver-

m2—a2] © n2>
gente (série de Riemann avec « = 2 > 1), il en est de méme par comparaison pour la

série Y |an(f)]. Ainsi, la série Y a,(f) est absolument convergente.

2.(a) Comme la série des coefficients de Fourier de f converge absolument, la série
de Fourier de f converge normalement, et donc uniformément, sur R. En effet, pour
tout k> 1, on a

lax (f) cos kt + by (f) sin kt| < |a(f)]

et |ax(f)| est le terme général d'une série convergente d’apres la question 1.(c).
D’autre part, on sait que pour une fonction continue, ¢ par morceaux (ce qui est
le cas ici), la série de Fourier de f converge simplement vers f (Théoréme de Dirich-
let). Ainsi, comme la limite simple coincide avec la limite uniforme, on a (s, (f))n>1
converge uniformément vers f sur R.

(b) D’apres ce qui précede, on a donc que (s,(f)(m))n>1 converge vers f(m) =
cosarm. Ce qui donne donc puisque cos km = (—1)¥,

. . o

sinam  2asinam (—1)*

cosar = — g 5 5 Cos km
arm s k?—a
k=1

. . oo

sinam  2asinam 1
am T k2 —qa?’

3.(a) Pour u au voisinage de 0, on a

¢ O )
anu =u - —_— u-e(u
3 15 ’



6 LICENCE MI - SEMESTRE 3 - 2006-07

avec e(u) —— 0. Ainsi, cela nous donne

u—0
1 1
- 3 5
tanu u+ % + 21us + uSe(u)
1 1
w4+ 2 Se(u)
En posant v = “7)2 + % +uSe(u) et en faisant le développement limité de v — ﬁ a
l'ordre 2 au voisinage de 0, on obtient
1 1 u? ot
= (1-% - 5 utw)
tanu u( 3 45 +uolu)
ou 6(u) — 0. Ainsi, cela nous donne
uU—
1 1 u  ud 3
- — = -4+ — —u’d(u).
u  tanu + 45 ()

(b) La série de fonctions »_ g, avec gn(a) = 1, a € [~3, 3], est normalement

convergente, donc uniformément convergente sur [—3,1]. En effet, |g,(a)| < rﬂ%
4
n>1et) —

gmozkz Zkg

De la méme maniere, la série de fonctions > h,, avec hy(a) =

pour tout a € [— est une série convergente. On a donc

2;2]

1 11
m, a€[-3, 3,
est normalement convergente, donc uniformément convergente sur [—5, 5} En effet,
|hn(a)| < ﬁpourtoutae[ 3.3, n > 1, etﬁr\»# est le terme
général d’une série convergente. On a donc

. =1
clfi%zm I;F

(¢) En multipliant par — la formule du 2.(b), on obtient

sin am

1 1 20 e 1
am tanaﬂ_?g::ll@—az’

ce qui donne compte tenu du développement limité trouvé au 3.(a) (appliqué a u = ar)

an a3 3 3 20 &= 1
gt T =T

En multipliant cette égalité par 5, on obtient

2 a’rt  oZrt > 1
1 — — 1) = —_.
(1) 6 " 00 70 =)

2 > 1
En utilisant (1), on obtient alors % = ; =k
(d) En retranchant %2 a Pégalité (1), on obtient

aZmt aZmt > 1 1
) 90 2 5(‘1”)];(1@2—&_1#)‘




M7 - EXAMEN SESSION 1 7

Pour tout k > 1 et a € [-3, 3], on a

1 1 a®
k2 — g2 k2 kQ(kQ_az)’
ce qui donne, une fois reporté dans (2) et aprés avoir divisé par a? (a # 0)
4 7.(.4 0 1
— — —4 = —_—
o0 ~ 2 (0™ ; k2(k2 — a?)

Comme dans la question précédente, en prenant a droite et a gauche la limite lorsque

a tend vers 0, on obtient
4

1 s
2% o



